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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Introduccion al Método de Gauss

El objetivo es resolver sistemas de ecuaciones lineales con 2, 3 o mds incognitas o/y
ecuaciones. Por ejemplo el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

—x+y=1
1.1
{ 20 +y="7 (1.1)

Buscaremos su solucién o soluciones, esto es, trataremos de encontrar un par de mimeros
x ey, o (x,y), tales que al ser sustituidos en el sistema anterior se verifiquen las dos
igualadades o ecuaciones.

Para resolver el sistema vamos a proceder mediante multiplicaciones sobre las ecuaciones
y mediante sumas entre las ecuaciones. Por ejemplo, en el sistema (1.1) multiplicamos por
2 a la primera y se la sumamos a la segunda, dejando la primera igual:

—r +y =1
3y =9
Ahora multiplicamos por 1/3 en la segunda para que nos dé
- +y =1
y =3

Si a la primera le restamos la segunda, dejando la primera invariable, queda

- = -2
y =3
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Si ahora multiplicamos por —1 en la primera resulta que finalmente el sistema se trans-

x =2
{ y =3
lo cual nos estd dando explicitamente la solucién del sistema (1.1): z = 2, y = 3.
Usemos las mismas reglas para un sistema en el que acordamos llamar a las incégnitas wu,

forma en

v y w. Digamos que queremos resolver el sistema de 3 ecuaicones y 3 incégnitas

2u +v 4w =1
du v = -2 (1.2)
—2u +2v +w =7

Restamos de la segunda ecuacién la primera multiplicada por 2, y de la tercer, la primera
multiplicada por —1 y dejamos la primera tal cual. El resultdado es

2u +v +w =1
—v 2w =—4 (1.3)
v 2w =8

Nos ocupamos ahora de las dos iltimas ecuaciones. A la tercera le sumamos 3 veces la
segunda y queda
2u +v 4w =1
—v —2w —4
—4dw =—-4

Y si ahora mulpilicamos por —1/4 la tercera tendremos de forma explicita el valor de w.

Esto nos permitirfa sustituir en la segunda ecuacion y despejar v. Ya conocerfamos w y v,
con esto irfamos a la primera para conocer u. Hacer este proceso de sustitucién equivale
a realizar seguir el mismo procedimiento que antes: estdbamos en

2u +v 4w =1
—v 2w =-4
w =1
Ahora a la segunda le sumamos 2 veces la tercera y queda
2u +v 4w =1
v =2
w =1
y si restamos a la primera la tercera y después la segunda, queda
2u = -2
v =2 . (1.4)
w =1
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Con esto llegamos a que la solucién del sistema de partidaesu=—-1,v =2y w = 1.

Se observa que todo lo realizado se remite a multiplicar ecuaciones por nimeros (distintos
de cero) y a sumar y restar ecuaciones. En ocasiones puede resultatar cémodo alterar el
orden de las ecuaciones. Sin embargo el aspecto més relevante, a efectos précticos, es el
hecho de que si posicionamos las incognitas de cada ecuacién por columnas, tal y como
hemos hecho, entonces todas las operaciones realizadas para la resolucién del sistema se
han llevado a cabo sobre la caja de niimeros con ordenacién cuadarangular que define al
sistema y que en adelante llamaremos matriz. Por ejemplo, el sistema (1.2) queda definido
mediante la matriz

2 11 1
4 1 0 =2
-2 21 7

Denotamos a la fila i—ésima por F; y abreviamos la descripcién de las operaciones del
siguiente modo. Si a la segunda fila le hemos restado dos veces la primera escribiremos
Fy — 2F;, y si a la tercera le sumamos la primera escribiremos F3 + F}. Hecho esto
pasaremos de la matriz inicial a otra que representa a un sistema equivalente (equivalente
en el sentido de que sus soluciones, de tenerlas, son las mismas). Asi pues

2 11 1 2 1 1 1
4 10 -2 |—-=(0 -1 -2 -4
-2 21 7 0 3 2 8

donde la segunda matriz es la que representa al sistema

20 +v +w =1
—v —2w =—4
v +2w =28

Seguidamente hacemos F3 + 3F, logrando asi

2 1 1 1 2 1 1 1
O -1 -2 4 ]|—-10 -1 -2 —4
0o 3 2 8 0O 0 —4 —4

A continuacién, y de manera sintética, hacemos el resto de las operaciones:

> 1 1 1 > 1 1 1 2> 11 1
0 -1 2 4| - [o0o-1-=2-a] - [0-10 -2
0 0 -4 —4) "\ o 1 1/ \0 01 1)
2 10 0 2 0 0 -2 100 -1
e e e I e B R I R RN
01 1 01 1 / 0 0]1 1
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Notamos que la matriz final obtenida tiene como sistema asociado a (1.4), sistema que
como se ve tiene de particular el hecho de que su solucién es automatica. Esto viene dado
por la estructura de la matriz a la que hemos llegado, la matriz equivalente mas sencilla.
Es una matriz que se consigue haciendo ceros por debajo, fila a fila, hasta llegar a una
matriz que se caracteriza por la posibilidad de trazar sobre ella una especie de escalera
con tantos peldanos por fila, de altura uno, debajo de los peldanos todo es cero, y en cada
esquina de cada peldano hay un uno y por encima de él todo es cero. Es tipo de matriz al
que llegamos después de realizar las operaciones equivalentes se llama matriz escalonada.

Una cuestién importante a plantear es saber qué sucede con un sistema carente de solu-
ciones cuando uno procede como antes. ;Cudl ha de ser la estructura final de la matriz
equivalente a la que llegamos? Nétese que para el sistema (1.2), el cual es un sistema que
tiene solucion, y sélo una, hemos llegado a una matriz equivalente en la que se podia despe-
jar explicitamente el valor de las incégnitas. ;Qué ocurrira para un sistema sin soluciones?
Veamos esto en el siguiente caso. Pongamos el sistema

T1 —T2 +x3 = 1
2I1 +I9 +ZL’3 =0 (15)
2:1,‘1 —21L'2 +21}3 =3

La matriz asociada es

1 -1 11
2 1 10
2 =2 2 3

Operemos sobre ella:

(1/3)F%

y el sistema equivalente es

+x9 —(1/3)!133 :—2/3
0 =1

lo cual es imposible que tenga lugar pues hemos llegado a que 0 = 1. La conclusién es
que como este sistema no se cumple, (1.5) no tiene solucién. en esta ocasién el nimero de
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peldanos es dos si sélo se tienen en cuenta los coeficientes que acompanan a las incégnitas
(los que forman lo que se llama la matriz de coeficientes) Sin embargo, para la matriz
completa, dquella que incluye a los términos independientes (matriz ampliada), el nimero
de peldanos es 3.

Analicemos ahora el tipo de matrices equivalentes que se obtiene para un sistema que
tiene infinitas soluciones. Estudiamos el sistema cuya matriz asociada es

1 3 -1 1 1
21 2 0 7 (1.6)
01 0 —10

Tenemos que

1 3 -1 1 1 1 3 -1 1 1 13 -1 1 1

-2 1 2 0 7 — 07 0 9 — 00 0 9 9
Fo+2F, Fo—TF3

0O 1 0 —-10 01 0 -1 0 01 0 —-120

Ahora permutamos la segunda y tercera fila (Fy < F3) y continuamos:

13 -1 1 1 13 -1 1 1
000 9 9| — o1 0 =10
Fo—F3
01 0 —10 00 9 9
13 -1 1 1 13 -1 11
o1 o0 —1o0) - |01 0 001
s“\Xoo0o 0o 1 1/ 777\ o00 0 11

13 —-100
~ o1 0 01
Fy—F3

00 0 11

El proceso ha llegado a su fin ya que cualquier otra operacién no supondria obtener una
matriz més sencilla (con mds ceros). Por ello escribimos el sistema correspondiente:

ry — I3 = —3
Ty = 1
T4 = 1

Podemos despejar de manera explicita el valor de x5 y x4 pero no el valor de las otras
dos incégnitas. Por ello se despeja x1, por ejemplo, en funcién de x3 y se supone que x3
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puede tomar cualquier valor real: asi tendremos que

1 = A—3
To 1
T3 A
ry = 1

es la solucién general del sistema anterior. Puesto que A puede ser cualquier valor de R
existran infinitas soluciones para el sistema (1.6). Por ejemplo, con A = 0 obtenemos la

solucion 1 = =3, 2o =1, 23 =0y x4 = 1, si A = 2,5 entonces otra solucién es r; = —0.,5,

ro=1, 23 =25y x4 =1, y asi para todo X € R. Nétese que el niimero de peldanos es 3

tanto para la matriz de coeficientes como para la ampliada y el nimero de incégnitas es

4.

1.1.1. Observaciones

1.

Si todos los términos que no van multiplicados por una incégnita (los términos
independientes) son cero entonces la columna de la derecha de la matriz asociada
es una columna de ceros. Ademds, en esta situacién se da siempre solucién trivial,
aquélla en la que todas las incégnitas son cero. Durante las operaciones elementales
eliminaremos la tltima columna (columna de ceros) de la matriz asociada.

Con un poco de sentido comiin no debe costarnos pensar que si uno dispone de un
sistema con muchas incégnitas, méds que ecuaciones, entonces el sistema de ecua-
ciones tiene muchas posibilidades de tener solucién. Las incégnitas le dan al sistema
mds posibilidades para que las ecuaciones que éste define puedan satisfacerse de
alguna manera.

Si lo que tenemos es un sistema con muchas ecuaciones en comparacién con el
nimero de incognitas, entonces es bastante intuitivo pensar que hay pocas posibili-
dades de que exista solucién.

Analizar estas observaciones previas no es dificil. Vedmoslo para el siguiente sistema:

3ZL'1 “+x9 —X3 —|—2£L‘4 =7
21’1 —21’2 —|—5$3 —71’4 =1 (17)
—4x1 —4xy +Tx3 —1lvy = —13
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Escribimos la matriz asociada y las operaciones:

3 1 -1 2 7 3 1 -1 2 7
2 -2 5 =7 1 — 2 -2 5 =7 1
F3+2F
-4 —4 7 =11 -13 0 -8 17 -25 -—-11
3 1 -1 2 7 3 1 -1 2 7
— 6 —6 15 —21 3 — 0 -8 17 =25 -11
+3F, —2F
0 -8 17 =25 -—11 0 -8 17 -25 -—-11
3 1 -1 2 7
—~ [0 -8 17 -2 -11 (1.8)
F3—F5

0 0 O 0 0

Y para finalizar

31 -1 2 7 31 -1 2 7
0 -8 17 -25 —-11 | — (0 1 -4 = 1
,1F2
0 0 0 0 0 8 00 0 0 O

9 -9 45 3 3 15
LT W M e o A
F1j>F2 01 8 8 8 F1_/>3 011 8 8 8
0 0 0 0 0 0 O 0 0
Luego las soluciones se expresan como
15 n
ry = — —-I3+-=x
1 g g gl
11+17 25
Ty = —+—T3——=x
2 3 g3 g

con x3 y x4 cualesquiera. Para el ejemplo (1.7) observamos que el nimero de peldanos de
la escalera es 2, tanto para la matriz completa como para la matriz que resulta de excluir
a la iltima columna. El nimero de incégnitas es 5, mayor que el nimero de peldanos.

A tenor de lo obtenido a lo largo de esta seccién cabe plantearse cudl el aspecto funda-
mental que hace que un sistema tenga o no tenga solucion. Este asunto lo trataremos en
la siguiente seccién y como veremos, estard directamente relacionado con el rango o con
lo que antes hemos descrito como el niimero de peldanos.

También nos plantearemos qué ocurre cuando el nimero de ecuaciones o/y el nimero de
incognitas es muy grande. ;Podremos realizar el procedimiento descrito antes con cierta
eficiencia? La respuesta es en general no. Aunque el método estd capacitado para dar
con la estructua de las soluciones del sistema, sin la ayuda de un ordenador no podremos
resolver en un tiempo prudencial. El paquete informatico o conjunto de programas que
usaremos para solventar esto es MATLAB.
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1.2. Rango. Estructura de las soluciones de un sis-

tema.

Hemos visto que las soluciones de un sistema pueden escribirse de la forma x; = aq,
To = ag,...,T, = a,, donde cada a; es un nimero real. Estas n incégnitas del sistema
pueden expresarse de manera equivalente como (zy, ..., z,,) = (ay, ..., a,) . Podemos decir
incluso que el conjunto al que pertenecen estas n incégnitas es R" donde

R" — {(CLl, ...,Cbn) ta; € R7 1 = ]_’ ,TL} .
Cada elemento (ay, ..., a,) € R™ recibe el nombre de vector y se escribirse bajo la notacién
7 = (a'17 sery an) !

H
Ademds, podremos establecer que dos vectores @ = (ai,...,a,) y b = (by,...,b,) son
ﬁ

iguales si, y solo si, a; = b; para ¢ = 1, ...,n. El vector cero, el cual denotamos por 0, no
es otro que 0 = (0, ...,0).

La introduccién de los conjuntos R™ para nuestro estudio es importante. Asi, en la matriz
1 2 0 1
2 1 3 0
-1 2 -1 1
aparecen los vectores fila (1,2,0,1), (2,1,3,0) y (—1,2,—1,1) pertenecientes todos al
conjunto R*. También podemos escribir la misma matriz observando que ésta se compone

1 2 0 1
de los cuatro vectores columna de R3, 2 , 11, 3 y| O
-1 2 -1 1

1.2.1. Operaciones y propiedades de los vectores

—
ﬁ . .
En R" sean @ = (ay,...,a,) y b = (by,...,b,) dos vectores cualesquiera y A cualquier
numero real. En estas circunstancias se define:

— —
1. lasumade @ y b,y se denota por @ + b, como el vector

E)—f—? = (al —I—bl,...,an—i—bn)

a
!Tambin se puede optar por escribir los vectores como columnas, esto es @ =

2%
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2. la multiplicacién del nimero A por @, y se denota por A@, como el vector

)\E> = ()\Cll, ey )\an) .

Con estas dos operciones, suma entre vectores y multiplicacién por escalares (quiere decir
multiplicacién por nmimeros reales) se cumplen una serie de propiedades:

q
PROPOSICION 1.1 Para cualesquieran que sean los vectores a, b y ¢ de R™, y cua-
lesquiera que sean los nimeros reales A y i, se verifican las siquientes propiedades:

8. 1a="1a

Es importante notar que las operaciones + y - producto que acabamos de definir son
exactamente las que se corresponden con la suma entre filas y las multiplicaciones de una
fila por un nidmero.

1.2.2. Independencia lineal entre vectores.

. * 2 . — — — * 2
Un combinacién lineal de los vectores a1, @, ..., @', es una expresiéon de la forma
— — —
cira1+caqg+...+c,a,

P — Y . . .
donde los ¢; son todos numeros reales. Un vector @ (# 0) se dice que es combinacién
lineal de los vectores a’y, @', ..., @, si existen ¢y, ¢, ..., ¢;,, n nUMeros reales, tales que

— — — —
a =craq1+cao+..+c,a,
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DEFINICION 1.1 1. Los vectores @1, @2, ..., @, son linealmente dependientes (l.d.) si
existen dy, ..., d,, no todos cero, tales
4Ty +dy Tyt +dyTn=0
2. Los vectores @1, @3, ..., @ son linealmente independientes (L.i.) si no don Ld., o
lo que es lo mismo, si se cumple la relacion de equivalencia siguiente:
BT+ doTot .. +dyT =0 siidi=dy=..=d,=0. (1.9)
EjEMPLO 1.1 Ezraminamos si los vectores
@ =(1,1,3), @2=(0,1,2) y a5 =(1,2,5)
son l.i. Estudiamos para ello la igualdad
AT+ doTo+ds@s=0,
esto es
di(1,1,3) + d2(0,1,2) 4+ ds(1,2,5) = (0,0,0),
o lo que es lo mismo, vemos si se verifican las igualdades

dl +d3 - 0
3dy +2dy +5d3 =0

Esto es un sistema como los de la seccion anterior, con la particularidad de que todos son

términos independientes son cero (se dice que es un sistema lineal homogéneo). Empleamos
el Método de Gauss:

1 01 1 01 1 01
112 )]—=1011 — 1 011
3 25 0 2 2 000
lo que significa que
d, = —ds
dy = —ds

y d3 libre. Esto implica que ademds de la trivial, hay infinitas soluciones, y por ende que
(1.9) no se cumple. Los vectores dados son pues l.d. Por ejemplo, con d3 = 4 podemos
tomar dy = —4 y dy = —4 para obtener

—

(—4)a 1+ (—4)ay+4d3=0.
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DEFINICION 1.2 Se llama rango de un conjunto de vectores al mayor nimero de ellos
que son l.i. Se define el rango de una matriz A, y se denota como r(A), al rango de sus
vectores columna.

1 01
EJEMPLO 1.2 Segiin hemos visto antes la matrizA= | 1 1 2 | no puede tener rango
3 25
3 pues los tres vectores columna que la forman no son l.i. habriaa que ver entonces si entre
esos tres hay dos que si sean L.i. Por ejemplo, tomemos @ 5. Al hacerd, @ 1+dya@ 5 =

. Ademds

N = O

ﬁ
1y a
1
H
0 se obtiene un sistema homogéneo cuya matriz es A= | 0
1

10 10 10
1 1 — 01 — 01
3 2 0 2 00

lo que establece que di = dy = 0. Por tanto son Li. y r(A) = 2. Nétese que en realidad
hemos hecho las mismas operaciones que haciamos con toda la matriz. Tales operaciones
se corresponden con las que haciamos con las dos primeras columnas de la matriz. Por
tanto podemos decir que haciendo las operaciones elementales con toda la matriz podemos
descubrir cudntos vectores columna son l.1.

1.2.3. Teorema fundamental

El siguiente resultado es el teorema fundamental para el estudio de los sitemas de ecua-
ciones lineales. Antes de enuciarlo hemos de dar una serie de definiciones.

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas,
a1y + a12%2 + ... + a1, = by

a91T1 + 2279 + ...+ AonLy = bg (1 11)

Am1T1 + QmaTa + ... + Qyn Ty, = b

desingamos por A a la matriz de los coeficientes y por A a la matriz ampliada, que es la
de los coeficientes junto con los términos independientes. Esto es

11 Q2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2

Qm1 Am2 *°° Qmn
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y
a1 aiz - G, b
— a1 Qg -+ Gy by
A=
am1 Am2 - Amn bm

Diremos que el sistema (1.11) es compatible determinado si tiene solucién unica. Se dird
que compatible indeterminado si tiene infinitas soluciones, y que es incompatible si no
tiene solucion.

TEOREMA 1.2 (ROUCHE-FROBENIUS) Se cumple:

1. El sistema (1.11) es compatible determinado (CD) sii r(A) = r(A) = n.

3. El sistema (1.11) es incompatible (I) sii r(A) < r(A).

Resulta asi que si queremos saber si un sistema tiene solucién, sin tener necesidad de
calcularla en caso de que exista, el medio para ello es el caclulo de los rangos de las matrices
Ay A. No obstante, para el célculo del rango hemos de hacer una combinacién lineal,
igualarla al vector cero, resultando un sistema homogéneo cuya matriz es igual a la del
sistema. Por consiguiente no nos queda més remedio que realizar operaciones elementales
hasta que seamos capaces de conocer el niimero de soluciones. No obstante existe un
resultado impresionante por la relacién que establece y no menos por su practicidad a la
hora de determinar el rango. Es el siguiente:

TEOREMA 1.3 El rango de un matriz coincide con el nimero de peldanos de su matriz
escalonada.

Este resultado permite reescribir el Teorema de Rouché-Frobenius en términos de niimerode
peldanos de matrices escalonadas. Analizaremos esto en el Ejemplo 1.3.

Nétese que si el vector columna
b

coincide con el vector 0 (esto es b; = 0 par ¢ = 1,...n) entonces el sistema recibe el
nombre de sistema lineal homogéneo. Un sistema homogéneo nunca es incompatible ya

que siempre se cumple r(A) = r(A). ;Por qué?

EJEMPLO 1.3 Analizamos los ejemplos vistos en Seccion 1.
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1.2.4. Estructura de las soluciones

Estudiemos las relaciones entre las distintas soluciones de un sistema. Empezamos anal-
izando un sistema lineal homogéneo: sea pues

a11x1 + apps + ... + a1, =0
2121 + Q999 + ... + A9y, T, = 0 (112)

Am1T1 + Qoo + ... + Gppxy, =0

Sabemos que T = 0 es solucién siempre pero, jexisten mds soluciones? ;Cudndo? La
s b 6

primera propiedad relacionada con esto es que si tiene mds de una solucién entonces tiene

infinitas.

PROPOSICION 1.4 1. SiZ es solucion de (1.12) entonces también lo es \Z, para cualquiera
que sea A € R.

2. Siw yZ son soluciones de (1.12) entonces también lo es W + Z.

Demostrar esta proposiciéon es un ejercicio que se deja para el lector. Esudiemos ahora
cuantos son los grados de libertad de que disponemos cuando, ademds de la solucién
trivial, (1.12) tiene infinitas. Comenzamos con un ejemplo.

EJEMPLO 1.4 Sea el sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es

2 -3 1 -1 2
A=[3 0o -1 1 o0
1 3 —2 2 -2
Se tiene
2 -3 1 -1 2 2 -3 1 —1 2
A= [3 0 -1 1 = 3 0 -1 1 0
F3—Fe+F
1 3 -2 2 -— 00 0 0 0
6 -9 3 -3 6 6 -9 3 -3 6
— 6 0 2 2 0] — |0 9 -5 5 —6
2F5.3F -
00 0 0 0 00 0 0 0
6 0 -2 2 0 1 0 -1/3 1/3 0
|09 55 6 — [ 0[L ~5/9 5/9 —2/3
N0 0 0 0 0 PN 0 0 0 0 0
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Con ello obtenemos la forma deseada para poder despejar:

1 1
Tr1 = —ZT3— T4
3 3
) 5 n 2
Ty = =3 — a1 5T5
9 9 3
sienddo x3, x4y x5 variables que quedan libres, es decir que las soluciones son
(
T = %s — %t
—5¢_ 3 2
To=3s—gt+3u
T3 = S
T4 = t
. Ty = U

con s, t y u niumeros reales cualesquiera. Tamién podemos dar la sequiente escritura a la
solucion general que acabamos de obtener. No es dificil ver que

I % —% 0
72 5 5 5
r3 | =s| 1 |+t 0 +ul| O
Ty 0 1 0
T 0 0 1

Son tres las variables que quedan libres, s, t y u, que es el mismo nimero de vectores que
aparecen en la solucion. Ademds, se puede comprobar que el rango de la matriz es dos y
que el numero de incognitas es cinco. Hay una relacion entre estos nimeros, 3 = 5 — 2.
FEste hecho no es una casualidad y se verifica para todos los sistemas (CI) que hemos
estudiado hasta este momento. De hecho tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 1.5 Si el sistema (1.12) es indeterminado, entonces existen kvectores U 1, ..., U i
Li. tal que todas las soluciones de (1.12) son de la forma

—> —>
CLUq+ ... +CpUg,
con ¢y, Ca,..., ¢, nimeros reales. Ademds
k=n—r(A) (1.13)

Veamos a continuaciéon como es la estructura cunado el sistema es no homogéneo. Sea
pues el sistema de m ecuaciones y n incégnitas
111 + 12T + ... + A1, = by
2171 + A22%2 + ... + A2y = bg
(1.14)

Am1T1 + QmaXo + ... + Gmn Ty, = b,
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Si ¥ es una solucién particular de (1.14) y W es una cualquiera del mismo, entonces
se puede ver que @ — v es solucién general de (1.12)(basta para ello hacer variar ).
Ademas

u=7+u-7)

Esto significa que toda solucién de (1.14) se puede escribir como la suma de una solucién
particular de (1.14) mas la solucién general de (1.12). M&s concretamente,

TEOREMA 1.6 Sea v una solucion particular de (1.14). Entonces existen vectores L.i.
U1, Wa, ..., U, tal que todas las soluciones de (1.14) se pueden escribir como

— — — —
UV +Ccurtcust ...+ Ug

donde c; € R y los vectores Uy, Ua, ..., Wy son las k soluciones del sistema homogéneo
asociado (1.12). Ademds k =n — r(A).

En este contexto, a ¥ + ¢ W1+ UWa + ... + ¢ w se la denomina la solucién general del
sistema (1.14) ya c; W1 + co Wy + ... + ¢, ¢ la soucién general de (1.12).

EjEMPLO 1.5 Eraminemos como quedan las soluciones de algunos de los ejemplos pre-
V108!

1. En el caso en el que la matriz ampliada es (1.6) llegdbamos a que toda solucion se

escribe como

1 = A—3
To 1
T3 A
sy = 1

con \ cualquier nimero real, y esto en términos vectoriales se expresa como

T -3 1

i) 1 0
= A

I3 0 + 1

T4 1 0

que la forma especifica de solucion general senalada en el Teorema previo.



20 CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

2. En el caso del sistema (1.7) la solucion general eracomo

Ty = E—§$ ~|—§a:

1 — 8 83 84
11 17 25

T2 = gl T g

con x3 Y x4 cualesquiera. Podemos reescribir esto del siguiente modo: si empleamos
la notacion por columnas queda

T L35+ 3
T B D ls— 5y
T3 a S
T4
15 _3 3
8 8 8
1 17 _2
_ 8 8 8
= 0 + S 1 +1 0
0 0 1

1.3. Aplicaciones lineales y operaciones con matrices.

Sean S y T dos conjuntos. Toda ley que asocia a cada elemento S uno de T, y sélo uno, se
llama aplicaciéon de S en T. Si a tal aplicacién la denominamos f, entonces acordaremos
en escribir

f+ 8 = T
s — f(s)=t
Diremos que fes suprayectiva si f(S) = Ti.e. si para todo t € T existe s € S tal que
f(s) = t.Téngase en cuenta que

f(8) ={f(s): s € 5}
Decimos que fes inyectiva si para todo par de elementos distintos s y s'de S se tienen
imégenes distintas, i.e. f(s) # f(s'),0 de otra manera, f es inyectiva si se verifica la
relacién sigueinte:

f(s)=f(s)siis=¢.
Cuando f es a la vez inyectiva y suprayectiva se dice que es una biyeccién entre S y T.
Una operacién importante entre aplicaciones es la composicién: sean las aplicaciones f :
S —Tyg:T — U, se define la composicién de g con f, y se escribe g o f, como aquella
que se define del modo siguiente:

gof: S — U
s — (gof)(s)=g(f(s))
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Noétese que para que la composicién tenga sentido basta con que el conjunto f(S) esté
incluido en 7.

Una forma de definir una aplicacién entre los conjuntos R" es mediante el uso de matrices.
Veamos un ejemplo.

Definimos la aplicacién f : R? — R? como

f: R2 — R?
(r,y) — (v—y,2r—10y)

%
Vemos que para que el vector b = (by,by) esté en la imagen de esta aplicaciéon debe

rT—y="b
2:13—10y:b2

Esto quiere decir que debe haber solucién para us sistema lineal cuya matriz ampliada

G_(1 -1 b
2 —10 by

Podemos generalizar: dada una matriz, de m filas y n columnas

ocurrir que

asociada es

ainn Q2 - Qin
A— 21 Q22 -+ A2
Am1 Am2 - Qmp
definimmos la aplicacién
f: R — R™
(z,y) — (auz+awprs+ ..+ Qe 0 Gn1T1 F 2T + - F QT )

A esta aplicacién la llamaremos aplicacién lineal asociada a la matriz A, de R" a
R™. Es preciso notar que para que sea de R™ a R™ la matriz ha de ser de m filas y n
columnas. Coloquialmente se dice una matriz m x n; en tal caso se dird que la matriz
A pertence al conjunto de todas las matrices m X n con coeficientes realeso o, bajo la
notacién matemsdtica esténdar, se escribird A € M,,,«,, (R).

PROPOSICION 1.7 Sea f : R* — R™ una aplicacion lineal. entonces para todo T ey de
R"™ y todo A de R se verifica
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2. fO\T)=\f(7).
EJEMPLO 1.6 Sea la aplicacion lineal que va de R?* a R? y cuya matriz asociada es
= ( 0 1 )
10
Se comprueba facilamente que en tal situacion

f(I1,$2) = (IE2,$1)

y que [ se corresponde con una transformacion que consiste en realizar una simetria con
respecto a la recta x1 = x4 de R2.

EJEMPLO 1.7 Sea la aplicacion lineal que va de R® a R?® y cuya matriz asociada es

A:

o O =
o = O
o O O

Entonces

f($1,$2,333) = ($1,$2,0)
esto es, se trata de la tranformacion que consiste en asignar a todo punto de R3 su
proyeccion ortogonal sobre el plano x3 = 0.

EJEMPLO 1.8 Sea la aplicacion lineal que va de R® a R3 y cuya matriz asociada es
10 0
A= 01 0
0 0 —1
Entonces
f(xlv T, .ng) == (l‘l, X, _x3)

esto es, se trata de la tranformacion que consiste en asignar a todo punto de R3 su
simétrico con respecto al plano xr3 = 0.

Acabamos de ver como dad una matriz podemos construir una aplicacién lineal. Ahora
veremos como de una aplicacién f que cumple las propopiedades de la Proposiciéon 1.7
obtenemos una matriz.

PROPOSICION 1.8 Sea f : R" — R™ una aplicacion tal que para todo @ e y de R™ y
todo A de R se verifica
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Entonces [ es una aplicacion lineal cuya matriz asociada A tiene por vectores columna a
— — —
los vectores f("€'1), f("€2),..., f(€ ), donde

7)
;= (o,o,...,o, 1,0,...,0)

EJEMPLO 1.9 Sea la aplicacion f (z,y) = (x — y,2x — 10y) . Se puede ver que es lineal y
que la matriz asociada es la que tiene por columnas a

f(?l) = f(l,O) :(172)>
f(?Q) - f(O,l)Z(—l,-lO)

esto es, [ tiene como matriz asociada a

1 -1
A= .
2 —10
EJERCICIO 1.1 Se puede demostrar que la aplicacion lineal f : R? — R? que consiste en
realizar una simetria con respecto a la recta xo = 0, tiene como matriz a

A:(é_O1>.

1.3.1. Operaciones con aplicaciones lineales

Sean f, g : R" — R™ dos aplicaciones lineales cualesquiera y ¢ yn nimero real cualquiera.
Se define

1. lasuma de f y g como la aplicacién f + g tal que

2. la multiplicacién de A por f como la aplicaciéon \f tal que

() (T) = A(f (7).
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Se puede probar que las nuevas aplicaciones f+ g y Af son aplicaciones lineales. También
es cierto que si f y ¢ tienen como matrices asociadas a A y a B respectivamente, entonces
f -+ g tiene como matriz asociada a la matriz

C=A+DB

donde si A = (a;;) y B = (b;j) entonces C' = (¢;;) con ¢;; = (a;; + b;j). Del mismo modo
la matriz asociada a Af es D = (d;;) con d;; = Aajj.

La matriz C se dice que es el resultado de sumar las matrices A y B, y D es la matriz
resultado de multiplica a la matriz A por el nimero .

Debemos resaltar que existe una correspondencia biunivoca entre las aplicaciones lineales
y las matrice, por ello las operaciones entre aplicaciones lineales y propiedades pueden
estudiarse en términos de matrices. Las més importantes son las siguientes:

fHg=9g+f A+B=B+A
(f+g9)+h=[f(g9+h) (A+B)+C=A+(B+C)
O+f=f+0=Ff 0+A=A+0=A4
f+(=f)=0 A+(=4)=0

AMf+9) =AM+ Ag AMA+B)=MA+)\B
Apf) =) f A(pd) = () A

1f=f 1A= A

Existe otra operaciéon importante entre aplicaciones lineales, la composicién. Supongamos
que f v g son aplicaciones lineales deR? en R? cuyas matrices asociadas son

bip b
A:(all alZ)yB:(ll 12>'
o1 Q92 b21 b22
Entonces la aplicacion h = g o f también es una aplicacién lineal y la matriz asociada a

h es
C = ( birai1 + biaasr  briais + biaaor ) ‘
bo1a11 + baoaor  bayaia + baoaor

La matriz C' la definiremos como la matriz que resulta de multiplicar B por A, esto es
C = BA.

Lo mismo ocurre con el caso general. Si f : R" — R™ con matriz A y g : R™ — RP con
mariz B, entonces h = go f : R" — RP? tiene como matriz a C' = BA, donde BA se define
como una matriz de p filas y n columnas cuyo elemento genérico 75 se puede escribir como

n
Cij = E bikakj
k=1



1.4. INVERSA DE UNA MATRIZ 25

Las propiedades de la operacién composiciéon se puede escribir en términos de multipli-
cacién de matrices: sean f, g y h tres aplicaciones lineales cualesquiera, con matrices A,

B y C, de forma que las composiciones que siguen tengan sentido. Entonces se cumple:

(hog)of=ho(gof)

(CBYA=C (BA)

ho(f+g)=hof=+hog

C(A+B)=CA+CB

(h+g)of=hof+gof

(C+B)A=CA+BA

(Ag)of=A(gof)=go(\f)

(\B) A =X (BA) = B(\A)

NotA 1.1 FEl sistema

a1 + ajoxa + ...
(9121 + A999 + ...

A1 L1 + Qoo + ...

+ a1pTy = bl
+ aon Ty, = bQ

+ Ty, = bm

puede escribirse vectorialmente con ayuda de la definicion que hemos dado entre matrices.

Ast es, el sistema dado es equivalente a

aip; a2 A1n T by
ag1  A22 A2n X2 ba
am1 Am2 Amn Tn bm
J mds simplificado
— —
Ax = b.

NoTA 1.2 En adelante identificaremos cada aplicacion lineal f con su matriz asociada A
y esciribiremos f < A. Ademds haremos

[(T) = AT

aunque el resultado aparezca como vector fila en lugar de vector columna.

1.4. Inversa de una matriz

Dada una aplicacién f : S — T, decimos que g : T — S es su inversa si

go f(s)=s paratodos e S
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fog(t)=tparatodoteT

Si definimos la aplicacién identidad en S como I (s) = s para todo s € S y la identidad
en T como Ir (t) =t para todo t € T, entonces g es la inversa de f si

gof=Isy fog=Ir
NoTA 1.3 Si existe la aplicacion inversa de ina aplicacion entonces ésta es inica.
NoTA 1.4 Una aplicacion posee inversa si y sélo si es una biyeccion.

Supongamos ahora que f : R® — R" es una aplicacion lineal. Si f~! es su inversa entonces
f~! también es lineal. Ademéds f~! también serd invertibe y su aplicacién inversa serd f,
esto es

11
()=
Si f:R™ — R™ es una aplicacién lineal invertible (quiere decir que posee inversa) tal que
f < A, entonces f~! tiene como matriz asociada a una matriz B que cumple

AB=BA=1

donde [ es la matriz identidad n X n

1 0 - 0

j 01
: 0
00 - 1

A B se la llama la matriz inversa de la matriz A y se denota por B = A1

()

Y supongamos que su matriz tnversa existe y es la matriz B = (

EJjEMPLO 1.10 Sea la matriz

T1 T2 p
. Entonces estd
T3 T4

claro que ha de cumplirse

. 2 1 1 X9 . 1 0
AB_(4 3><x3 x4)_<0 1)‘
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Esto equivale a resolver el sistema (desacoplado) de cuatro ecuaciones con cuatro incdg-
nitas siguiente:

2I1+1L‘3:1
41’1"’31’3:0
2I2+$4:O
4y + 323 =1

Descomponemos el problema en dos sistemas. El primero es

21’1+£E3:1
41’1+3$3:0

Su resolucion se realiza mediante el Método de Gauss:
2 11 2
H
4 3 0 0
2 0 3 1
01 =2 0

lo que nos da los valores de x1 y x3.
Resolvemos el sequndo sistema, pero observamos que la matriz asociada es igual que la del
sistema previo st no es por la columna de coeficientes independientes. En el primero era

=
|[\'J|OJ
[\
~__

1 0 . . ,
0 y en el sequndo e Como consecuencia el proceso de resolucion (operaciones

elementales) es idéntico en ambos casos. Si lo hacemos sobre

2$2+I4:0
4z + 33 =1

tenemos:

—= O

210 2
—
4 3 1 0
2 0 -1
—
01 1

De resultas la matriz inversa es

>H

7\
O =
=

[13 N

L

~—
L
SN—
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Conviene insistir en el hecho de que el ciculo se ha repetido. Una forma de llevarlo a cabo
con independencia de las columnas de términos independientes que pongamos es ésta:

2110 21 1 0
— —
4301 01 —21
21 1 0 2 0 3 -1 1o 2
H
01 —21 01 -2 1 01 —2 1

Vemos pues que para calcular la inversa de una matriz A, n X n, hemos de transformar
la matriz (A : In) en (In : B) para concluir que A~! = B (aquf I,, deonota la matriz

identidad n x n)
Para decidir si una matriz A posee o no inversa basta con observar lo siguiente: si B fuera
la inversa enontonces cada sistema

Ab, =7, j=1,.n

serfa compatible determinado y su solucién, Z)j, tendria que ser la columna j-ésima de
B. Puesto que estos sistemas son n X n el rango de A ha der n. Y al revés, si 7(A) =n
entonces todos los sistemas poseen solucién tnica, lo cual significa que B = A~! existe.
Decimos esto de manera més precisa en el siguiente teorema:

TEOREMA 1.9 Una matriz A de orden n X n posee inversa sii r(A) = n.

PROPOSICION 1.10 Si f : S — T y g : T — U son aplicaciones invertibles y =1 y

gt son sus respectivas aplicaciones inversas, entonces g o f es invertible y su inversa,

(go )", se expresa

(gof) ' =fTog

Esta proposicién tiene una lectura particular en el cado de aplicaciones son lineales o

matrices: si A y B son matrices invertibles, entoces también lo es BA y ademés (BA)f1 =

A—IB—I

NoTA 1.5 Podemos emplear la inversa de una matriz para expresar la solucion de un
sistema de ecuaciones. Sea el sistema n X n

@11 Qa2 -+ Aip T by
Q21 Q22 -+ A2y T2 by

Ap1 Qp2 *°°  Qpp Tp bn
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6 mds simplificado
H

AT =b.
Si multiplicamos por la izquierda en esta igualdad por la matriz A= queda lo siguiente:
ATAT =AY,

_ — —
pero ATYA =1, e [, ¥ = x, entonces

que es la formula explicita de la solucion del sistema.

ﬁ
NoOTA 1.6 FEl sistema anterior AT = b admite una expresion bastante interesante: se
puede sustituir por

a1 Q12 Q1n by

21 Q22 Q2n, by
1 . + X2 ) + ...tz . =

an1 an2 Ann bn

lo cual es como decir que encontrar una solucion equivale a afirmar que el vector ? se
puede escribir como una combinacio’l} linela de los vectores columna de la matriz. Esto a
su vez, es lo mismo que decir que b estd en el conjunto imagen de la aplicacion lineal
que tiene como matriz asociada a A. FEste conjunto imagen es de hecho el genreado por
los vectores columna de A.

1.5. Ejercicios

1. Utilizar operaciones elementales para reducir las matrices dadas a su matriz escalon-

ada
‘Z’_Ol_ll 2 3 1 -4 2
a)311 ) | 1 2 3 -2 3
110 2 1
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2. Resolver los siguientes sistemas mediante el método de Gauss:

T, 4 225 + 323 = 2
xl—x2+m3:0

T1+3x9 —x3 = —2
3x1 + 429+ 323 =0

r1 — 31’2 — —|—2$3 =0
b) —T1 — 2552 + 2553 =0
—2I1 + X9 = 0

$1+Z’2+$3—6:O
C) ZL’1+2ZE2—|—2ZE3—9:0
1+ 229+ 33 —10=0

3. Utilizar el teorema de Rouché-Frobenius para realizar un estudio del nimero de
soluciones de los siguientes sistemas:

3l’1+2l’2+3$3+$4—$5:0

ZC1+21’3+1‘5:3

3:1~|—23:2—x3:1
CL) (L‘2+£C3:2 ){

.131+3.132:3
21’1+l‘2:5
C) 131—272:]_
l’1+2l’2:0

4. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes
o independientes y en caso de que sean linealmente dependientes encontrar una
combinacién lineal entre ellos:

a) {(3,5,1), (2,1,3)}
b) {(1,2,3), (1,3,2),(0,-1,1)}
¢) {(1,0,1,0), (2,1,3,1), (0,1,1,1), (2,2,4,2)}.

5. Calcular el rango de los siguientes conjuntos de vectores:

5 4 1

1 7 =6 9 3 2

a) O ) 1 b b b) 1 M 2 M 1
4 3 1 6 Oy )

6. Calcular el rango de las siguientes matrices:

s 7oy 2 3 1 —4 2
1 21 -2 3

a) | 6 -5 -1 2 b)
- 9 6 1 2 30 2 1
120 2 1
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

Estudiar su compatibilidad y encontrar la solucién general de los sistemas

$1+$3—$4:5

) ) M2t e =00 =2

T1+ Ty — X3 = 1 {
To — X3 — 0
Demostrar que todo conjunto con n + 1 vectores de R™ es linealmente dependiente.

Dadas f(z) = 2®> + 7, g(z) = 3z — 5, y h(x) = sinz, funciones de R en R, calcular
hogof,gohogygoholf.

Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones lineales:
(1,) f(x,y,z):(x+y,2x—z)
C) f(l’,y,Z):&f—y—FZ

Dada f : R? — R? mediante f(z,y) = (z +y, 2z — y), hallar la imagen mediante f
de las siguientes regiones:

Hallar la matriz de un giro de dngulo v en sentido positivo en R2.
Hallar la matriz (en R?) de la simetria con respecto al plano z = y.

Demostrar que las aplicaciones f : R? — R? dada por f(x,y) = (xr+y, +2y) vy
g : R? — R? dada por g(z,y) = (2 — y, —x + y) son inversas una de la otra.

Dadas f(z) = 3z — 2 y g(x) = cosz, aplicaciones de R en R, calcular go f~! y
floftog

Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes matrices:

1 2 4
1 0 0 1 2 0 13;’6

o) 21 =1 ], vl o -1 1], o
3 1 4 3 1 -2 2 60
1 4 1 7

o( L) a(h ) @ro p 8 Z

o o e
—
)
N
=
SN—
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17. Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes aplicaciones lineales

a) flr,y,2)=(r+y+z2x+z c+y+22)
b) f(:ray) - (I++Cy7 IE-C?/)

H
18. Encontrar A~' y resolver el sistema A2 = b para:

-3 1 1 16
—
a) A= 2 6 5 |,b=| —16
-5 7 6 32
2 1 1/6
—
b) A= 0 3 1 , b= —-1/3
0 0 -1 0
19. Resolver los siguientes sistemas:
T—y+z=4
=5
a) —x+2y—2z+2t=-3 b) —Z:y&—Q
r—y+5z+2t=16 W — =T

2y + 22 + 6t = 8



